Problemas resueltos de maximos y minimos J.M. Ramos Gonzdlez

Un observador se encuentra frente a un cuadro colgado de una pared vertical. El
borde inferior del cuadro estd situado a una distancia a sobre el nivel de los ojos del
observador, el borde superior a una distancia b. ;A qué distancia de la pared debe
situarse el observador para que el angulo bajo el que ve el cuadro sea el maximo?

b taga +t b
tag(a+fp)=—; taga +tagh =— puesto que fagf = ﬁ, resulta:
X X X

1 —taga tagfB
b b-
(taga + ﬁ)x =(1- taga'.g)b ; taga(x+ a—) =b-a; taga= (z—a)x
X X X x" +ab
_ (b—a)x - .
a = arctag-————; como lo que hay que maximizar es o ya tenemos la funcion a
X

derivar para calcular el extremo. Derivando se obtiene:

(b-a)(x* +ab)-2x*(b-a)

2 2
da = (x” +ab) 5 =0; dedonde (b—a)(-x>+ab)=0
dx 1_{([} —a)x}

x> +ab

x =*+ab que en nuestro caso solo nos servira la solucion positiva, es decir v/ ab
que lo estudiamos en el dominio de la funcion que es R.

0 ab

Jab

La derivada en 0 es positiva pues viene determinada por el signo de la expresion ab(b-a)
que es positiva toda vez que b>a y ambos son positivos.

La derivada en ab es negativa pues viene determinada por el signo de la expresion
ab-(ab)” < 0.

Hay un méximo.'

! A partir de este momento no volveremos a comprobar si el valor que anula la derivada determina un
maximo o un minimo salvo que haya necesidad de discernir. Damos por hecho la optimizacion
establecida en el enunciado del problema.

LE.S. A XUNQUEIRA I Pontevedra
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Determinar la razon entre el radio de la base y la altura de un cilindro que, con el
volumen dado, tenga la superficie total minima.

TN
(A Vemth o h=—

h S, =21mh+27m7°

ST—2K+2W

\/ r
Si la superficie total ha de ser minima, la derivada respecto al
radio se anula en dicho minimo, es decir:

_2V+477 0 de donde, r—%/—
Vzn

————— por tanto la relacion entre

el radio y la altura es %

N

Hallar el drea total mdaxima de un cilindro inscrito en una esfera de radio R.

N

A =27 +47mx, RP=x*>+1 x=vR*-71*

A=27m" +4m~ R’ —r* ; derivando e igualando a 0, se obtiene la ecuacion bicuadrada
enr:
5r- SR+ R = 0, de donde

+
r’ = [%)Rz Obtenemos para r dos posibles soluciones 7 = R ( 0

5+Jj

LE.S. A XUNQUEIRA I Pontevedra



Problemas resueltos de maximos y minimos J.M. Ramos Gonzdlez

r=R (5_\/5

10

nfEE

5—\/3]

], cuyos respectivos valores de x son x=R ( 0

10

Veamos entonces cuanto vale el area lateral en ambos casos:
En el primer caso el area vale: 7R*(1+ V5 )

En el segundo caso el 4rea vale: 7R*(1+ %x/g ) que es inferior a la anterior. Por tanto la

solucion es: 7R 2 (1 + \/g)

La fabrica A debe unirse mediante una carretera con una linea férrea rectilinea en la
que se encuentra el poblado B. La distancia AC desde la fabrica hasta el ferrocarril
es igual a a, en tanto que la distancia BC por el ferrocarril es igual a b. El costo del
transporte de las mercancias por la carretera es k veces (k>1) mayor que por el
ferrocarril. ;En que punto D del segmento BC hay que trazar la carretera desde la
fabrica para que el costo del transporte de las mercancias desde la fabrica A hasta el
poblado B sea el minimo?

Si supongo que el precio por unidad de distancia por tren es 1, por carretera es k.
Por tanto la funcidn coste es:

k.y + b-x
Ahorabien y=+/x>+a’ , por tanto la funcién coste es:

C(x)=kNx*+a*> +b-x
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O =—F 1 Cx)=0 implica ,___a

2 2 T2
VX +a k* =1
por tanto el punto D ha de estar del pueblo B a una distancia por la linea del ferrocarril
igual a

b-

k-1

A 10 Km de tu casa te acuerdas que te has dejado el agua corriendo, lo que te cuesta
10 ptas. la hora. Volver a casa a una velocidad constante de x Km/h te cuesta en
combustible 9+(x/10) ptas. el Km.

a) ;Cuadnto te cuesta volver a casa a x km/h (en combustible)?

b) ;Cuanto tiempo tardas en llegar a casa si viajas a esa velocidad?

¢) ¢ Cudnto te cuesta el consumo de agua mientras regresas a casa?

d) ;A qué velocidad debes regresar a casa para que el coste total de consumo de agua
y combustible sea minimo.

SOLUCION:

a) 10 [9+(x/10)] =90 + x pesetas.
b) t= 10/x horas

c) 100/x pesetas

d) 100/x + 90+x ha de ser minimo; derivando -100/x> + 1 =0 : de donde x= 10
Km/h

Una fabrica situada a 12 Km. de la orilla de un rio rectilineo, ha de transportar sus
producto a una ciudad situada en la orilla del rio y a 80 Km del punto de éste mas
proximo de la fabrica. El transporte de mercancias en camion cuesta 130 ptas por
tonelada y km y el transporte en gabarra por el rio cuesta 50 ptas. por tonelada y km.
JEn qué punto de la orilla se deberia cargar la mercancia en gabarras para que el
coste total del transporte sea minimo?

X 80-x

y =144+ x? Coste = 130. v/144+x*> + 50 (80-x) ;  derivando se obtiene
130x

V144 + x?

-50=0; x=5Km.
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De una chapa redonda de hojalata se corta un sector circular que se enrolla en forma
de un embudo conico. ;Cudl debe ser el angulo del sector para que el embudo tenga
el volumen mdaximo?

El perimetro de la base del cono es 2nR-Rx = R(2n-
x) y dado que a su vez es 2nxr, resulta que:

o R(2n-x)
27T

la altura del cono es VR* — 7

R(2m—x)
2
en funcion de x, derivando respecto a x e igualando a 0 se obtiene que

_, 3-4/6
o 3

, . . 2
por tanto el angulo que determina el vaso conico es 277\/;

2
Asi pues el volumen es V = %77( j .NR?>—r*, sustituyendo r por su valor
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Un granjero compra una ternera de 270 Kg por 18000 ptas. Alimentar al animal
cuesta 15 ptas al dia y la ternera aumenta de peso 0,45 Kg cada dia. Por otro lado,
cada dia que pasa, el valor del animal en el mercado disminuye, de modo que el valor
al cabo de t dias, dependiendo del peso del animal es (100-(t/18)) ptas por Kilo.
Calcular:

a) Peso de la ternera al cabo de t dias

b) Valor total de la ternera en el mercado al cabo de t dias.

¢) Coste total invertido en esos t dias, incluyendo la compra y la alimentacion.

d) Ganancia obtenida por el granjero si vende la ternera a los t dias (la ganancia sera
el valor de la ternera en ese instante menos los costes invertidos)

e) ;Cuando deben vender la ternera para obtener la maxima ganancia?

a) 270 + 0,45t

b) (100-(t/18))( 270 + 0,45t)

c) 18000+ 15t

d) (100-(t/18))( 270 + 0,45¢) - (18000 + 15 t)

e) Derivando la expresion d) e igualando a 0, resulta t = 104/3 dias.

Entre todos los rectangulos que tienen el darea dada S, hallen aquel que: 1) tenga el
menor perimetro; 2) tenga la menor diagonal:

1) Sean x e y la altura y base respectivamente del rectangulo. x.y =S; de donde y = S/x

24 2 _
22 +5) S), cuya derivada es: 2x =25 5 25
X

El perimetro P = 2 (xt+y) = , € igualando a 0,

resulta la unica solucién posible x = Js y por tanto y = JSs

La solucidn es un cuadrado de lado \/E

2) La menor diagonal:

x4+S2

2
X

d=yx*+y> = derivando e igualando a 0, resulta: x=+/S y por tanto

y=5
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Hallar la mayor drea del rectangulo inscrito en un circulo de radio R

Sean 2x y 2y la base y altura respectivamente del rectdngulo. Obtenemos la relacion:

R’ =x*+y*,dedonde y =+ R*> —x* . El Area es entonces 4 =+ R*x*> —x*

Derivando e igualando a 0 se obtiene:

R R
2R’k -4x° =0 , por tanto X = —, —
P N2 Y A2

2
Hallar en la hipérbola % —y? =1 el punto mas préximo al punto (3, 0)

Sea (x, y ) el punto buscado. Hay que hacer la distancia a (3, 0) minima, es decir

2
d=+/(x—-3)*+y*; sabemos que y’ :%—1, con lo que

p :\/3x2 ~12x+16
2
por tanto y = £1. Los puntos buscados son (2,1) y (2,-1)

, derivando d e igualando a 0, resulta 6x - 12 = 0, de donde x=2, y

Hallar en la pardbola y = el punto mds proximo al punto (2, 1/2)

Igual que en ejercicio anterior d = \/ (x=2)" +(x* —%)2, derivando e igualando a 0,

resulta la ecuacion  2(x—2)+(2x> —1).2x=0; 4x’ -4=0,dedondex=1,y=1
Solucién: (1,1)
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Hallar el area maxima de un rectangulo cuyos dos vértices yacen en los ejes X e Y de
un sistema cartesiano de coordenadas, el tercero en el punto (0,0) y el cuarto estd en

la pardbola y =3 —x’

El area es x(3-x°), cuya derivada es 3-3x%, igualando a 0, x=t1. Solo nos vale la
solucion positiva. El area maxima es 2.

o BN

iy

(x,39)

Hallar la pendiente de la recta que pasa por el punto A(1,2) y que corta al primer
cuadrante de coordenadas en el triangula de drea minima.

El area del tridngulo es

+ +
A= uz(zm , ahora bien, los tridangulos B2P y P1A son

semejantes, por tanto b/1 = 2/a. Sustituyendo a por 2/b en la ecuacion del area, resulta

_4+b7 +4b .
\ B(0.2+b) que A= — derivando e
N igualando a 0, resulta 2b” - 8 = 0, por lo
P P(1,2) que b=2 y a =I, en consecuencia la

pendiente de la recta y = mx + n que
pasa por (1,2) y por (2,0) es -2. puesto
que es el valor de m al resolver el
sistema 2=m+n y 0=2m+n

a A{a+1,0)

Hallar la longitud del lado del trapecio que tenga el perimetro minimo entre todos los
trapecios isosceles con drea prefijada S y angulo a

% entre el lado y la base inferior.
| \
Y | y.sen a En el desarrollo del problema sustituiremos el
« i a\ angulo a por o
|

y-£Lobd La base menor es x. La base mayor es x + 2y.cos o, y

la altura es y.sen a

Perimetro =2(x +y + y.cos o)
El 4rea de un trapecio es la semisuma de las bases por la altura:
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_ (x*+x+2y.cosa)
2
L= S —ycosa.sena

S

.ysena = xysenq + y.cosa.sena , de donde

, sustituyendo x en la formula del perimetro se obtiene:
ysenQl

P

_ S—-ycosa.sena S+y’sena S
=( + y+y.cosa)= =
ysend ysend ysena

Derivando P, se obtiene

ty

2_5 +1=0,dedonde y = S
v sena sena

Por el punto (2, 1/4) se trazan rectas que cortan los semiejes positivos en los puntos B
vy C. Hallar la ecuacion de aquella recta para la que el segmento BC tiene la longitud
minima.

C(0,c+1/4) La distancia entre B y C viene dada por
d= @+ +(c+ V)’

Observemos que por semejanza de
B(2+D,0)  triangulos ¢/2 = 1/4b, de donde ¢ = 1/2b

Sustituyendo en la expresion de la distancia
tenemos:

d= \/(2 +b)’ + (%b + %)2 , s1 derivamos e igualamos a 0 llegamos a la expresion:

1
| 1/ \(=

22+b)+2( V5, + V)X e

8b* + 16b° -b - 2 = 0 que por Ruffini se descompone en (b+2)(8b° -1) = 0.

La solucion b=-2 no es valida por tanto la solucion es b= 1/2

c=1.

) =0, simplificando se obtiene la ecuacion

La ecuacion de la recta pedida es =1 o2x+4y=5

IR
% %

2 4
Hallar los angulos agudos del triangulo rectangulo que tiene el drea mdxima entre
todos los triangulos en los que la suma de las longitudes de uno de los catetos y la
hipotenusa es constante.

Sea x un cateto (base del tridngulo) e y la hipotenusa. El otro cateto, por el teorema de

[ _ 2
Pitdgoras es /y° —x° . Elarcaes 4= % . Como x +y =k, y =k-x, de donde
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4= x(k=x)? =x* kx> =2k’

5 5 ; Derivando e igualando a 0, se obtiene:

2k*x —6kx* =0; 2kx(k-3x)=0; x =§ e y =2—3k, cos @ =x/y = 1/2 . Por tanto
0= 60° y B=30°.

Determinar los angangulos del triangulo ABC de drea mdxima, si se da la longitud de
su base BC y sabemos que el angulo BAC vale a

A/, >\ En la resolucion del problema sustituiremos
a \ el valor a del angulo por o y los 180° los
/ AN expresamos en radianes por «
" Si descomponemos el tridangulo en los dos
" (::‘1.\ triangulos  rectangulos de la figura,

l(] obtenemos que los catetos que conforman

sus bases se obtienen del calculo de las
tangentes de x y de la tangente de n-(a+x).
Se obtiene entonces:

c=— 4 Y , ahora bien tag (n-(a+x)) = - tag (a-+x), asi pues:
tagx tag(im—(a +x))
c=—2 - J ; dedonde y = <

1 1

- tagx tag(a +x)

tagx tag(a +x)
La funcién a maximizar, el area del tridngulo, es:

2
A= % ] ! I , si derivamos respecto de x e igualamos a 0, llegamos a la

tagx tag(a +x)
ecuacion:

tagx = *tag(a + x)
Dos casos: Si tagx = tag(a + x), entonces o +x =1 + X. Solucién no valida pues o =7
Si tagx = —tag(a + x), entonces tenemos que o +x = 7 - x, de donde el angulo buscado

n—-a n—-a
5 y por tanto el tercero es

X €8
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Determinar los lados del rectangulo de area mdxima inscrita en la elipse:
2 2

X Yy _

a_2+b_2 =1 de forma que los lados
del rectingulo sean paralelos a los
ejes de la elipse.

& Sea x, la mitad de la base e y la mitad

de la altura.
Despejando y de la ecuacion de la

elipse se tiene:

272 _ 2.2
y= ab# . El area del rectangulo es 2x.2y = 4xy, es decir

a’b’x* —a’x* . . . .,
4 , derivando respecto a x e igualando a 0, se obtiene la ecuacion:

2
a

212
2a’b’x - 4a’x’= 0, de donde x=0 (No vale) y x = 2;1 l; = gb , de donde la base del
a

rectangulo es J2b y la altura es J2a

Calcular el area maxima del trapecio inscrito en un semicirculo de radio R, de forma
que la base inferior del trapecio sea el diametro del semicirculo.

/‘,—\x\\
+
: y= R? —x? A = —(2x 2R)y=\/(x+R)2(R2—xz),
y| R 2
L | derivando respecto de x e igualando a 0, llegamos a que

x=R/2. e y=\/§R

33

Por tanto el area pedida es: TR2
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La seccion de un tunel tiene la forma de un rectingulo que termina en un
semicirculo. Determinar el radio del semicirculo con el que el drea de la seccion serd
la madxima si el perimetro de la seccion es igual a p.

Si llamamos x al radio del semicirculo e y a la altura del
rectangulo, el perimetro p = 2y + 2x + nx,
L El 4rea de la seccion es A = 2xy + nx*/2
De la primera ecuacion tenemos que y = (p-2x- ntx)/2
Por lo que el area queda en funcion de x del siguiente modo:

A = px-2x>-nx*/2; derivando respecto de x e igualando a 0 se
obtiene: p - 4x - nx =0, de donde x = p/(n+4)

2 2
\ ; . I
¢Por qué punto de la elipse — +-— =1 se debe trazar una tangente de forma que

a- b
sea la minima el darea del triangulo formado por esta tangente y los semiejes positivos
Oxy Oy?

Sea la recta tangente y=mx + n
Por tanto A (0,n) y B (-n/m, 0)
El 4rea del tridngulo es -n*/2m

Para obtener la relacion existente entre m y n
partimos del hecho de que la recta es tangente, es
decir que solamente tiene un unico punto de corte
con la elipse, por lo que al resolver el sistema de
ambas ecuaciones obtenemos una ecuacion de segundo grado en x cuyo discriminante

tiene que ser 0, de donde se obtiene que n =+ a’m” +b” ; sustituyendo en la expresion
del area, resulta:
—a’m® - b’
A= Y derivando respecto de m e igualando a 0 tenemos que:
m

b : .
m=——; n=+/2b.De este modo he obtenido la recta tangente que va a hacer minima
a

el 4rea del tridngulo que es y = _—bx +/2b
a

Como me piden el punto P, hemos de resolver el sistema formado por las ecuaciones de
la elipse y de la recta, obteniendo de dicho sistema que

b .
= — que son las coordenadas respectivamente del punto P.

NG

X
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Una hoja de carton tiene la forma de un rectangulo con lados a y b. Cortando por sus
dangulos cuadrados y doblando las partes sobresalientes de la figura cruciforme,
obtenemos una caja abierta por arriba, cuya altura es igual al lado del cuadrado.
¢ Cudl debe ser el lado del cuadrado para que el volumen de la caja sea el maximo?

b Volumen de la caja es V = (a-2x).(b-2x).x

X Derivando respecto de x, otenemos
-2(b-2x)x-2(a-2x).x + (a-2x)(b-2x) =0
12x* -(4a+4b)x +ab =0

] L arb-(Ja’+b’ —ab
6

Hallar la altura de un prisma regular triangular de volumen mdximo inscrito en una
esfera de radio R.

En primer lugar un prisma regular triangular es aquel cuyas bases son sendos tridngulos
equilateros y las aristas que determinan la altura son perpendiculares a las bases. Sea x
el lado del triangulo. Sea y la mitad de la altura. Obtenemos la siguiente figura:

X.

Vamos a averiguar el cateto del triangulo rectangulo
) (rojo) cuyo otro cateto e hipotenusa respectivamente

sony,R.
L Veamos el tridngulo que conforma la base:
y
_.-'/ "-.1‘
\"\ Pl e . d \\
4 o~ ¥ i b3
/j . b
X2
X Como el tridngulo es
o o, o X/2 3
equilatero, la situacion es la de la figura. Por tanto cos30°=——, de donde c = Tx
c

Por tanto la relacion entre las dos variables x e y, yendo a la primera figura (tridngulo
, . . 1

rectangulo rojo) es  y* +¢* =R? o lo que es lo mismo y* + gxz =R’

Como el volumen del prisma es Area de la base por la altura. Tenemos:

3 . . ., :
V= sz .. Sustituyendo x* por su valor obtenido en la relacién anterior, resulta que

V3

V= 7(3R2y -3y%), derivando e igualandoa 0 3R? - 9y* = 0, de donde:
R ) . 2R
y =—=, por tanto la altura del prisma que hace el volumen maximo es —

NE

(98]
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Un circulo de radio R esta dividido en dos segmentos con la recta | alejada del centro
del circulo a una distancia h. Entre todos los rectangulos inscritos en el menor de
dichos segmentos, hallar el de area maxima.

El area del rectangulo es 2x.y
La relacién entre x e y es:  R* =x” + (h+y)’

Despejando  x =R’ —(h+y)’

El 4rea es entonces 2\/R2y2 —(h+y)*y?
derivando e igualando a 0, se obtiene la ecuacion de segundo grado siguiente:

-3h++h* +8R?

4y* + 6hy + 2(h*-R?) = 0, cuya solucion es y = 1 que es la altura del

rectangulo inscrito de area méaxima, y por tanto la distancia del centro al lado del

h++h*>+8R*

4

rectangulo paralelo alarectales y+h =

Hallar el volumen mdximo de un cilindro cuyo perimetro en su seccion axial es a.

R La seccion axial es el rectangulo coloreado, cuyo perimetro
: es 4R + 2y =a, de donde y = (a-4R)/2.
e El volumen del circulo es:

o V = nRz.y; es decir V = (anR*-4nR*)/2, derivando e
igualando a 0 se obtiene:

.~ | 2anR-12aR*=0; R =0 (No vale) y R = a/6. por tanto y
x“"u-_.___._,__.a—f’" =a/6

Asi pues, el volumen pedido es na’/ 216

Calcular el volumen de un cilindro cuya drea total es S.

Sirviéndonos de la figura anterior, sea R el radio de la base e y la altura.

S =2nR* + 27Ry. Por tanto y = (S-27R%)/ 27R

El volumen es V = nR%y = (SR-27R*)/2, derivando e igualando a 0: S - 6xR* =0

2.8 S/S

de donde R* = S/6m. y = “—— . El volumen pedido es V = ——

Jorr Vorr

Una lata de conservas tiene forma cilindrica. Hallar las dimensiones mds ventajosas
de la lata, es decir determinar la relacion entre el diametro de la base y la altura del
cilindro con la que tenga el volumen mdaximo con la superficie total prefijada.

Sirviéndonos de la figura anterior, sea R el radio de la base e y la altura.

S =2nR*+ 2nRy. Por tanto y = (S-2nR?)/ 2nR
El volumen es V = nR%.y = (SR-22R?)/2, derivando e igualando a 0: S - 67R* =0
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NE/
de donde R* = S/6m. y = ﬁ la relacion pedida es 2Ry = ———+— VOrT —

Resulta que diametro de la base y altura han de tener el mismo valor.

cComo debe ser una caldera constituida por un cilindro rematado en dos semiesferas,

con las paredes del grosor prefijado, para que la capacidad prefijada v para su
construccion se emplee la cantidad minima de material?

Buscaremos sus dimensiones r y h.
El volumen prefijado es:

—AL T +U
ve 2o + 777°h ; de donde h=A—2 LAY

Tr 3 r

2

Y hay que minimizar la superficie total que es:

S =47r® +27rh, sustituyendo h por la expresion anterior

S= §ﬂr—£ derivando respecto de r e igualando a 0,
r

/3u .
obtenemos que r = 3 P y h=0. Con lo que la caldera tiene que ser una esfera de
Vs

radio 3 3—U
\ 477

Determinar la razon entre el radio de la base y la altura de un cilindro que, con el
volumen dado, tenga la superficie total minima.

V= nrzh, de donde h = V/rr?.
S = 2nr® + 2nrh,  sustituyendo h en la ultima expresion resulta que S = 2(nr” + V/r),

Vv

/Vz
773(;_[)

. . v .
derivando respecto a r e igualando a 0, resulta que » =3 PP siendo h =
T

Si pasamos todo a potencias fraccionarias resulta:
1

V3
1 1
r_ Qm3 _ Vim _1
hooL o 2T )
Vi@m?3 V3iQ2n
T

LE.S. A XUNQUEIRA I Pontevedra



Problemas resueltos de maximos y minimos J.M. Ramos Gonzdlez

PROBLEMAS CON CONOS:

Recordemos:
V=n’h/3  Area lateral = nrg (g es la generatriz, r el radio de la base y h es la altura)

Hallar la altura del cono de volumen mdximo, inscrito en una esfera de radio R.
V = nx*(y+R)/3
2 =R?-y
v o TR -yHG+R)

3
=T — igualando a 0, obtenemos la ecuacion:

LS

de donde y = R/3, por tanto la altura pedida es R + R/3 =4R/3

derivando respecto de y e

2y(y+R) +R?-y*=0; -3y*-2Ry+R*=0

Hallar la altura del cono de volumen minimo circunscrito en una esfera de radio R.
o

Los tridngulos OPC y OAB son semejantes pues tienen un
angulo comin O y un angulo recto en P y A
respectivamente.

Por tanto tenemos la siguiente relacion de semejanza:

YR _ X’ +(y+2R)

, elevando al cuadrado:

R X
(V+R)’ _x*+(y+2R)° (y*+R’ . _(y+2R)
R? - x? © R? -1= x? ’

o R+2R)
y
_ R (y+2R)’

3y
tanto la altura del cono pedida es 4R.

. El volumen del cono es V = %nx2 (v +2R) por tanto

V , derivando respecto de y e igualando a 0, obtenemos y = 2R. Por
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En un cono, en el que el radio de la base es igual a R y la altura H, estd inscrito el
cilindro de volumen mdximo. Hallar el radio de la base y la altura de dicho cilindro.

Los triangulos OCA y ADB son obviamente semejantes
de donde se obtiene la relacion de semejanza siguiente:

y _H- xH
== , despejando y resulta: y =— ;
R Pe) y y= R
H-y= w El volumen del cilindro es:
2 —
V = x’(H-y) = w derivando respecto de x e

igualando a 0, resulta que x = 2R/3 'y la altura del
cilindro, es decir H-y es H/3
Hallar el area lateral minima de un cono de volumen V

Sea g la generatriz del cono, h la altura y r el radio de la base.
Sabemos que V=nr’h/3 yel 4rea lateral es m r g. Ahora bien, g = v/r? +A*

Por lo que el area lateral se transforma en IT.r.\/ rP+h’ = IT.\/ R’
Dado que h=3V/n 1’ el 4rea lateral en funcion del Volumen dado y de la variable r:

2
A4, = 7T1/r4 + ;V - =, derivando con respecto a r e igualando a 0 obtenemos:
F
v : iy 9y o2
r=¢—, por tanto el drea lateral minima es 77 [§—(— + ,
o 2'n m/81V7
4t

simplificando esa expresion, el resultado es:

7
3331/”1/2
2

Hallar el volumen mdximo de un cono con la generatriz | dada.

V=nr’h/3 y l=~r’+h> [P =r*+h

2
V =x (I*- h®.h/ 3 ; derivando respecto de h e igualando a 0, h = % yr’= %
27131

27

Asi pues el volumen pedido es
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Hallar el volumen minimo de un cono circunscrito una semiesfera de radio R (se
supone que las bases de la semiesfera y del cono estian en un mismo plano y son
concéntricas).

Los triangulos rectangulos APB y ABC son
semejantes pues tienen los tres angulos iguales.
Obteniendo la siguiente relacion de semejanza:

X

Despejando y de esa relacion se obtiene que y = ——
2 2
Vx°—R

2 3
El volumen del cono es V' = "y __ Rm
303 -R

3R77x2.3'\1x2 -R? _%.RWS
x"—R

9(x* - R?)

cuya derivada es:

=0, 9Rmax’(x*-R?-3nRx*=0;

6mnRx"* - R’ x> =0; 3Rnx* (2x*-3R?) =0. de donde x = R\E y por tanto

J3.r-R?

y= R+/3 . Por tanto el volumen es 5

Consideremos un haz de rectas que pasan por el punto M(a,b), donde a>0y b>0, y
que cortan los semiejes positivos OX y OY. Hallen la longitud minima del segmento
PQ, donde Py Q son los puntos de interseccion de una recta del haz con los semiejes

positivos.

La funcién que hay que minimizar es la
distancia entre P y Q que es:

J@+x)? +(b+y)

La relacion entre x e y viene dada por la
semejanza de los triangulos rectdngulos de
hipotenusas PM y MQ, es decir:

a ® G‘\
(a+x,0

La funcion distancia es:

ab
X

Q=
= | o

,de donde y =

\/ (a+x)>+(b+ a—b)2 , derivando e igualando a 0 tenemos:
x
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2(a+x)+2(b+ %)(_ ib) =0, se sigue: (x+a)(x" - ab®) =0.
x X
3 2 ab . . )
x=vab y= . La distancia pedida es:

\/(a+(3«/ab2)2 ey
a

Una piedra ha sido lanzada a velocidad inicial prefijada v bajo el angulo a respecto al
horizonte. Despreciando la resistencia del aire, determinar con qué dngulo a, la
distancia de vuelo de la piedra serd la maxima.

y=vsanat- 052

¥=ENCO3A-T

La distancia maxima se alcanza en el valorde x =v cos a. t, cuando y =0

es decir v.sen a. t - 0’5 t* = 0. de donde t = 0 (la piedra no ha recorrido ningtin espacio)
y t=2vsen a.

Por tanto ha de ser méxima la funciéon v cos a. 2v. sen a = v* sen 2a.

Derivando respecto de a e igualando a 0, tenemos:

2v2cos 2a= 0, de donde cos 2a=0; 2a=7/2; a=n/4

Con el fin de reducir el rozamiento del liquido por las paredes de un canal, el drea
que el agua humedece debe ser la menor posible. Demostrar que la mejor forma de
un canal abierto rectangular con el area de la seccion transversal prefijada, es tal
que, con ella, la anchura del canal es dos veces mayor que su altura.

Sea A el area de la seccion transversal, esto es ab= A
de donde a=A/b

La superficie de rozamiento del agua es:
S =a+2b (ya que hemos tomado como longitud del canal 1)
Sustituyendo a, resulta que S = (A + 2b%)/b, derivando respecto de b e igualando a 0,

resulta 4b® - A - 2b%> = 0, de donde b :\/E :ﬂ y a =24 =+/24, quedando
2 2 N2A4

demostrado que la anchura (a) es doble que la altura (b).

a8
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De un tronco redondo se corta una viga de seccion transversal rectangular.
. . . . . 2

Considerando que la resistencia de la viga es proporcional a ah’, donde a es la base y

h la altura del rectangulo, hallar la razon h/a con la que la viga tendra resistencia

mdxima.

Consideramos el didmetro del tronco igual a 1 (La relacion serd la
misma independientemente del diametro del tronco)

h 1=h2+az,h2=1-a2

!}/ R =k.a.h%, siendo k la constante de proporcionalidad.

R =k(a - a’), derivando respecto de a e igualando a 0, tenemos

B

1-3a2=O,dedonde a=T y h=T,dedonde ﬁ=\/§

a

Un recipiente con pared vertical de altura h se encuentra sobre un plano horizontal.
De un orificio en la pared del recipiente fluye un chorro. Determinar la posicion del
orificio con la que el alcance del chorro sera el mdaximo si la velocidad del liquido que

fluye es igual a \|2gx , donde x es la profundidad del orificio (Ley de Torricelli)

Sme— El espacio recorrido en sentido horizontal es
— ] \ 2gxt
X Mientras que en sentido vertical es una caida
. #\\ libre, es decir
1
b= — of?
' ; El chorro llega al suelo cuando en vertical ha
recorrido h-x, es decir:
1, 2(x—h) . . . .
h—x= 5 gt”, de donde 1 = |——, en consecuencia el espacio recorrido en sentido
g

horizontal total es /2 gx.M =2+/x* —xh , derivando respecto de x e igualando a 0
4

llegamos a la ecuacion 2x - h = 0, de donde x = h/2, es decir que el agujero debe
encontrarse en medio del recipiente.
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Hallar la longitud minima del segmento que divide al triangulo equildatero de lado a
en dos figuras de dreas iguales

El érea del triangulo equildtero de lado a es

T3a2 , puesto que la base es a y la altura

7361. Por tanto, si el segmento d divide al

triangulo en dos figuras de igual area, el area del
triangulo que queda determinado en la parte

) ) 3
inferior es o a’

: RS
Teniendo en cuenta que HB = x/tag 60 = —, tenemos:

NE)
3 , (y+$) 3a% - 4x?

—a” =——x, despejando y de esta relacion, resulta y =
8 2 pejantey SN

Por otra parte la funcién que hay que minimizar es d =+/x* + y* , sustituyendo y por la
expresion anterior resulta:

4\/§x

ecuacion simplificada: 64x* - 9a* =0, de donde x = 76a

3 2 _4 2
d = \/xz +(u)2, derivando respecto de x e igualando a 0, llegamos a la

Sustituyendo en el valor de d, obtenemos que la longitud minima del segmento que

divide al tridngulo en dos éareas iguales es d =

Sils

Un foco cuelga sobre el centro de una mesa redonda de radio r. ;A qué altura de la
mesa debe estar el foco para que la iluminacion de un objeto que se encuentre en el
borde de la mesa sea la mejor posible? (La iluminacion es directamente proporcional
al coseno del dngulo de incidencia de los rayos luminosos e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia al foco de luz)

i.cosy
d2

Seal= donde i es la intensidad de luz, y el

angulo de incidencia y de la distancia del foco al objeto
iluminado en el borde de la mesa. Puesto que d” = x+1°
y X = r/tag y. Tenemos que

i.cosy  _i.cosy.sen’y

5 , derivando respecto

_r2(1+cotg2y r
de y e igualando a 0, resulta la ecuacion trigonométrica:
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seny(2cos® y —sen’y) =0 de donde seny=0 lo descartamos por ser y=0.
por tanto resolvemos el otro factor obteniendo 2.cos’y - sen’ y = 0 entonces

tag’y = 2, de donde fagy = V2

Pero sabemos que tag y = 1/x, por tanto x = V2r

De un tronco redondo de diametro d se debe cortar una viga de seccion rectangular.
¢ Cudles deben ser las dimensiones de dicha viga para que esta tenga una resistencia
a la flexion mdxima, sabiendo que la resistencia a la flexion es proporcional al

producto de la anchura por el cuadrado de la altura de la seccion.

R = k.a.h?, puesto que d*=h* + a’

=1

! d J2d

a=——= yh=—=

V3 V3
N P A

R = ka (d*a’) = kad® - ka’. Derivando respecto de a e
igualando a 0 obtenemos kd* - 3ka’ = 0, de donde a =

Determinar la altura minima h= OA de la puerta de una torre vertical para que a
través de ella se pueda introducir en la torre una barra rigida de longitud 1, cuyo
extremo resbalard a lo largo de la linea de tierra AB. La anchura de la torre es d <1

La linea roja es la barra de longitud 1.
/ Tenemos que
[ =h.seca+d.coseca
2-—-{1— h=(l—d.coseca).cosa
/ i h derivando respecto de a e igualando a 0 tenemos:

A B
h'=d cot ga.cos eca.cosa — l.sena + d.sena.coseca = d — l.sen’a =0

1 1

sena =3— =|— | , a= arcsen| —
V! / [

1

A d)\3
conloque h=|[/—d.cos ec(arcsen(7j ) |.cos arcsen(7j

1
Sabemos que cosec (arcsen X) = — y cos(arcsen x) = v/1—x° . Asi pues
X

h=|1-d—||1-5- SEPE :

2 2
1 212 [P=d3| 12 2 2 21
3 d? —([ 1 zj _13(13 —d3)(l3 _d3)2
- - 1

d? E IE I3

2 2 3
- (15 —dg)g
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Hacia un rio cuya anchura es igual a a, bajo un dangulo recto, se ha construido un
canal de anchura b. Hallar la longitud mdxima de un tronco que puede pasar del rio

al canal.

c La longitud del tronco es AB+BC, es decir que

[ =b.secx +a.cosecx, derivamos respecto del angulo x y
a
B~ tenemos:

—b.senx 4 g-cosx

% ['= —bsec x.tagx + acosecx.cot gx =

b 0052 X senzx

igualando a 0
—bsen’x +a.cos’ x =0, dividiendo por cos’x @ = b.tag’x

1
tagx = i/g , X= arctg(ﬁj3
b b

1

a3 a
/| =b.sec arctg(gj +a.cos ecarctg(gj

1
Sabemos que sec.arctga = 1/cos(arctga), como cosa = [————
l+tag a
1

b a’ +b7%

b ¢ [“)3
.SeC arc — = =
b o

W | =

De donde:

| =

ba™ +7  ala® 457 =(a%+,,%)i[i L/Ha%ﬂ,%ji

Y 7
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