Ejercicios resueltos de funciones generatrices.dviedtica discreta 4° Ingenieria Informatica

1. Determina la funcién generatriz para el niumero derimas de distribuir 35
monedas de un euro entre cinco personas, si (ahag restricciones; (b) cada
persona obtiene al menos un euro; (c) cada persadiene al menos dos
euros; (d) la persona de mayor edad obtiene al ned0 euros; y (e) las dos
personas mas jovenes deben obtener al menos 10seuro

SOLUCION: La solucién se corresponde con el coeficiente®dee

a) (1+xH¢ ..P ;b) (x0¢+ .0 :c) o¢++ .7
d) G+ x+ ... (1+x+>%+ )
e) B0+ xM+ P (A+x++.. ¥

2. Encuentre las funciones generatrices para las sigoies sucesiones.
(Grimaldi)

o)(2Ho o) J

c)1,-1,1,-1,1, .. d)o0,0,0,1,1,1,1,1,
e)0,0,0,86,-6,6,-6,6... ﬂlOLQLQL
9)1,2 48,16 .. h)0,0,1,a4%4&, ..., con &0
SOLUCION:

a) Obviamente son los coeficientes del desarroll(lde)®

. 8. (8) .
b) Siderivamos f(x) = Z( )x' , obtendremosf'(x) =Zi.(i]x"l, Cuyos

i=0 i=1
coeficientes son los de la sucesion dada. Daddadquecion generatriz de
f(x) es (1+x¥, entonces la funcién generatriz de la sucesiéa eéadi(1+x)’

c) f(x)=1-x+X-x+x'... (1)
xfxX)= x—=X+xX-x.. (2)

Sumando ambas expresiones obtenemos (1+x)f(xfle donde
f(x) = 1/(1+x)

d) f)=x3+x*+x+... = X(1+x+>X+..). Ahora bien, es facilmente
demostrable (inténtese como ejercicio) que la fumgeneratriz de la
sucesion constante k, k, k, k, ... es k/(1-x)particular para 1,1,1, sera
1/(x-1), de donde:

f(x) = x*/ (1-x)
(En general la funcion generatriz de la sucesian,@, 1,1,1,1,1,1... siendo O
los k primieros términos, es f(x) £/X1-x) )

e) f{(x)=6xX—-6X+6X-... = 68(1—x+X-...)yaplicando el apartado c)
la funcidn generatriz pedida es:
f(x) = 65/ (1+x)

) fx)=1+X+x*+x+... (D).
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KfX)= - X=X =¥-... (2

Sumando ambas expresiones obten&md}f(x) = 1, de donde

f(x) = 1/ (1-¥)

g) fX)=1+2x+48+8C+ 16X +... (1)
2xf(X)= -2x—4%—-8%—16X-... (2)

Sumando ambas expresiones obtenemos (1-2)g f{xde donde
f(x) = 1/ (1-2x)

h) f(x) = x*+at+ & x*+ ax®+ ... =X (1 +ax + &+ ...). El segundo
factor 1 + ax + & + ..., es una generalizacién del apartado g)odelel
f(x) = x?/(1-ax)

3. Determine la sucesion generada por cada una dedigslientes funciones
generatrices. (Grimaldi)

a) f(x) = (2x-3) b) f(x) =%(1-X) c) f(x) = X/(1-%)
d) f(x) = 1/(1+3x) e) f(x) = BiX) f) f(x)=1/(1-x)+3%11
SOLUCION:

a) Desarrollando el cubo del binomio, se obtiene tasidn de coeficientes, en
este caso en orden decreciente

3 o
(_j(— 1) 3.2*" parai=0...3, es decir: 8, -36, 54, -27
i
La sucesién pedida es27, 54, -36, 8,0, 0, 0, O, ...

b) f(x) = x*. 1/(1-x); dado que 1/(1-x) es la funcién genezaie la sucesion
constante 1,1,1,1, resulta que el polinomio generresultante es
X(1+x+3C+ ... ), por tanto la sucesién pedidde$, 0, 0, 1,1,1,1,1,1.....

c) f(x) =x>. 1/(1-%); dado que 1/(1% es la funcién generatriz de la serie
polinémica, como vimos en el apartado c) del eggwanterior, 1 + X+ x*
+...
resulta que el polinomio generatriz resultantex@&l + X + x* + ... ), de
donde la sucesién pedida 6s0,0,1,0,1,0,1,0,1 ....

d) f(x) =1/ (1+3x). Dividiendo en la forma usual, ebemos como cociente:
1—3x + 9% — 27X + ... por tanto la sucesién gs=a(-1)"**.3"", es decir
1,-3,9, -27,81, -243, ...

e) f(x) = 1/ (1-3x). Dividiendo, obtenemos cowruxiente:
1 + 3x + Sx+ 27X + ... por tanto la sucesion es=a3"?, es decir
1,3,9, 27, 81, 243, ...

f) f(x)=1/(1-x)+3x-11. Como 1/(1-x), es la funcién generatriz deuleesion

constante 1, la dada genera la sucesion
-10,1,1,1,1,1,1,4,1,1,1....
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4. En cada uno de los siguientes ejercicios, f(x) aguncion generatriz de la
sucesion g, a, &, ... Y g(x) la de la suciéngbby, br.... Exprese g(x) en
términos de f(x), para:

a b3=3yk=a, conn3 b) b=3,b=7y Iy = & con nE3 y N7

c) =1, y=3y bh=2a, con g3y n£l
db=1,=3,b=7yb=2a+t5conn£3, 1,7
(Grimaldi)
SOLUCION:

a)
f(x) = g+ ax + ax* + & + ax* + ...
g(X) =@+ ax + ax’ + 3¢ + ax* + ...
restando ambas expresiones refyjta g(x) = (a-3)x°, por tanto
g0 = f(x) + (3-a)x°

b)
f(x) = @ + ax + ax’ + ax’ + ax’ + ...
g(x) =@+ ax + ax® + 3¢ + ax* + A7+ ..
restando ambas expresiones eef{ult— g(x) = (a-3)x*+(a-7)x’ por
tanto
9(x) = f(x) + (3-a)x*+(7-ar)x’
c)

f(x) = @+ ax + ax + ax° + ax* + ...
g(X) = 2a+ X + 2ax® + 3¢ + 2ax* + ...

2f(x) — g(x) = (24)x + (2a-3)X°

g(x) = 2f(x) - (2a-1)x - (2&-3)X°

5) Determine la constante en el desarrollo de{3x(2/x))"> (Grimaldi)

SOLUCION.

15 ) ) )
(3% — (2/x))° = > (D' (2/%)' (3x*)**". La constante es el coeficiente de grado 0,
i=0
es decir el coeficiente dé y como la potencia genérica de x en el sumatario e
x'.0AP =x*°~% | igualando exponentes 30- 3i = 0, de dond&0.=

Por tanto el coeficiente d& gn el desarrollo es (“4)2'°.3> = 248832
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6) a) Encuentre el coeficiente dden (1 +x + X+ X + ... }°
b) Encuentre el coeficiente de’>en (1 + x + X + X* + ... J' para n entero
positivo. (Grimaldi)

SOLUCION:
a) Como la funcién generatriz de 1,1,1, es 1/(IEkproblema se reduce a hallar el
coeficiente de ken el desarrollo de (1/(1-x§)= (1-x)*°, resultando ser el nimero

_ (=15 7 21 .
combmatorlo( ; j(—l) —(7j *)

-n (n+r-1 _ iy
(*) Recordemos que( . ):(—1)( . ) siendo n un entero positivo.

(demostracién hecha en el Grimaldi)

b) Al igual que antes el problema se reduce a hallacoeficiente de %en el
desarrollo de (1/(1-xX)) = (1-x)", resultando ser el numero combinatorio

-n ; _[(n+6
(Fe=("7
7). Encuentre el coeficiente de%en (X + x® + x> + .....f (Grimaldi)

SOLUCION:

La funcién generatriz asociada & #x® +° + ..... es, como vimos en el ejercicio
1, apartado d)  ‘K1-x).
Por tanto el coeficiente de grado 50 d&((xx))° = x*2(1-x)° es el coeficiente de

-6 13
grado 8 de .(1-%, que es( o ](—1)8 = ( 8] = 1287

8. Encuentre el coeficiente déken (¢ + x* + X* + x*+ x°)° (Grimaldi)

SOLUCION:

En primer lugar calculemos la funcidon generatrizcéesda a la base:

fX) =X+ X+ X+ X+ X=X L+ x + X+ X+ X

Seag(X)=1+x+Xx+x+x* y x.g(x) =-x - %-x -x*—. Sumando ambos
obtengo g(x) = (1-X/(1-x); por tanto f(x) = X(1-x°)/(1-x).

El problema se reduce a hallar el coeficientededel desarrollo [{(1-x°)/(1-x)]° =
x*. (1-x°)°.(1-x), que se reduce a su vez a hallar el coeficiense’den

(1-°)°.(1-x)>.

Observemos que los grados de x en el primer falar pueden ser 0 o enteros
positivos multiplos de 5, por tanto los casos qaepseden presentar son los
siguientes
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Grados en factor (12X | Coeficiente Grados en factor (1°)| Coeficiente
-5\ (14
0 1 10 [1 Oj _[mj
S 5 . (9
; i (Sl
5
10 (ZJ 0 1

] - .. (14) (5)9) (5
Asi pues el coeficiente pedido les_|— +
10) (1)/5) (2

9). Para n entero positivo, encuentre en ( 1+ x %) +x)" el coeficiente de (a)’x
: (b) >¢ y (c) X con (xr<n+2 , y r entero. (Grimaldi)

SOLUCION:
a)
Grados en factor 1+x+x Coeficiente Grados en factor (1+x)| Coeficiente
n
0 1 7 7
n
1 1 6 5
n
2 1 5 5
Solucién: [nj + (nj +(
7 6
b)
Grados en factor 1+xFx Coeficiente Grados en factor (1%x)| Coeficiente
n
0 1 8 8
n
1 1 7 4
n
2 1 6 5
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Solucién: @*@{Q

c)

Grados en factor 1+x¥x Coeficiente Grados en factor (1*x)| Coeficiente
n
0 1 r [ J
r
1 1 1 f
r_
r-1
2 1 2 :
r_
r-—2

n n

SUCTENIES

10). Encuentre el coeficiente déen los siguiente ejercicios.
a) X(1-2x)'°  b) (&-5x)/(1-x*  ¢) @+xJ/@a-x)*

SOLUCION:
a) Obviamente O pues el maximo grado de ese desae®lS.

b) Lo descomponemos en x%{%)(1-x)>. Asi pues el problema se reduce a hallar el
coeficiente de ¥ en .(¥-5)(1-x)>

Grados en factor 66) | Coeficiente Grados en factor (1°%)| Coeficiente
~3)_(16
0 5 14 (14j _@
-3\ (14
> . 1 [Hj _@

1
Asi pues el coeficiente pedido es(—1

i)+()
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Grados en factor (1+%)| Coeficiente Grados en factor (1°X)| Coeficiente

: o) s | )l

1 4oy 14 (_4]= 17}
1 14) (14
) 4 5 13 _(—4]:(16J
2 13) |13
; N_, & -4)_ 15}
3 12) (12

5
: (o) 1 2o o)

] - ., (18 17
Asi pues el coeficiente pedidoles_|+ +
15 14

o) 4l

11). ¢ De cuantas formas se pueden asignar dos dasele robots idénticos a 4 lineas
de montaje de modo que a) al menos 3 robots senasiga cada linea b) al menos 3
pero no mas de 9

SOLUCION:

a) La generatriz es{¢ x* + X+ x° + ...Y". Siendo la solucién el coeficiente de
24
x4

La funcién generatriz % x* + 2+ x% + ... = X(1+x+X ...) es

x® (1-x)™. Y el coeficiente de® en [¥}(1-x)*]* equivale a hallar el coeficiente

2 4 -4) (15
de x? en (1-x)* que 65(12] = (12J

15
El valor pedido seria (12} =455

b) En las cuatro lineas tendriamos
X+ X +x’+x°+ ... +X)". Siendo la solucion el coeficiente d&.x

La funcion generatriz de’x x* +xC+x% + ... + X es X(1+x+ ... +X) que es

x® (1-x)(1-x). Y el coeficiente de¥ en [¥ (1-x)(1-x)']* equivale a hallar el
coeficiente de ¥ en (1-X)*(1-x)*. Los casos son:
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Grados en factor (17X | Coeficiente | Grados en factor (1°x)| Coeficiente
-4\ (15
0 . 12 (1 2] - (1 Zj
A Ve B I ™
1 5 5

15 8
El valor pedido seria -
12 5

12) ¢De cuantas formas pueden repartirse 3000 sshdenticos, en paquetes de 25,
entre cuatro grupos de estudiantes, de modo queacgdupo reciba al menos 150

sobres, pero no mas de 1000 sobres?

SOLUCION: 3000 sobres en paquetes de 25 son 120 paqubesplres en
paguetes de 25 son 6 y 1000 sobres iguales entpaqiee25 son 40.

El problema se reduce a repartir 120 paquetes @guah cuatro grupos de
estudiantes de modo que cada grupo reciba al nfepaguetes pero no mas de

40.

Es decir (R + X’ + ... + X°)*, siendo la solucién del problema el coeficierge d

X120

Funcién generatriz déx x” + ... + X% = x8( 1+x+...+X% que es

x*(1-x)(1-x)*  Por tanto, el coeficiente dé*%de PE(1-x*°)(1-x)"]* es el
coeficiente de ¥ de (1-%%)*(1-x)*. Los casos son:
Grados en factor (13)" | Coeficiente | Grados en factor (1°x)| Coeficiente
—4)_(99
0 . % ( . 6} - ( X J
S 1 I I V5 1
1 61 61
r N A a
2 26 26

oo (ool 41"
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13). Se distribuyen dos cajas de refrescos, corb@tkllas de un tipo, y 24 de otro,
entre cinco peritos que realizan pruebas de saborgBe cuantas formas pueden
distribuirse las 48 botellas de manera que cadaifoereciba: a) al menos dos botellas
de cada tipo; b) al menos dos botellas de un tigeeg del otro?

a) (C+xC+ . P+ + ..\
La funcién generatriz del problemaaéx + x° + ... + ¥9'° y la solucién
seria el coeficiente dé%
[X.(1-x)Y1*° equivale a calcular el coeficiente df& ate (1-x)'°

-10) (37
que es =
(o) o0
®) Para las del tipo A {3 + ... P
y para las del tipo B(x* + ... ¥ ya que al menos han de recibir 3 La funcién

generatriz que resuelve el problema ést(x + ... ¥ . (¢ + ... ¥ y mediante
las generatrices correspondientes obtendriamos:

(L) 1°.DC-%) 1 = %0 (1-x)
Se trata de hallar el coeficiente d&ate (1-x)*°
que es

i)l

14). Si se lanza 12 veces un dado, ¢cual es la givdidlad de que la suma de los
resultados sea 30?

SOLUCION:

En cada vez tenemos? ¥ + ... + ¥. Al lanzar 12 veces, la funcién generatriz
del problema es b X + ... + ¥)*2. Los casos favorables (es decir suma 30) lo
constituye el coeficiente dé%

La funcién generatriz asociada es f(x) = x.E){1-x)

El problema se reduce a calcular el coeficiente*dde [x.(1-X)/(1-x)]*? que se
reduce a su vez a calcular el coeficiente dela .(1-X)*2.(1-x)*?

Los casos que se presentan son:
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Grados en factor (12X* | Coeficiente Grados en factor (1°X)| Coeficiente
: q 18 -12) (29
18 ) |18
] (12, P -12) (23
1) 12 ) (12
> 12)_ . ] -12\ (17
2" 6 ) |6
12
18 = =-220 0 1
3
29 23 17
Los casos favorables sgn; |-1 +6 - 22019.188.950
18 12 6

Los casos posibles soff6 2.176.782.336
Por tanto la probabilidad pedida 6008815

15). Carolina recoge dinero entre sus primas palé una fiesta a su tia. Si ocho de
sus primas prometen dar cada una 2, 3, 4 0 5 déday las otras dos dan cada una 5 o
10 dolares, ¢ cual es la probabilidad de que Caraljante exactamente 40 dolares?

SOLUCION:

Los casos favorables son aquellos en los que @Gar@lintara 40 ddlares, que
viene dado por el coeficiente d&xde (¥ + x* + x* + x)%.(¢ + x%?, que,
haciendo las funciones generatrices de los poliosrhase de los dos factores,
resulta ser el coeficiente d&xle la siguiente expresion:

X2 (L (1-x)18. [°P@+0)]% = x28.(1-xH8 (1+x°)%(1-x)®

reduciéndose a calcular el coeficiente Hede .(1-%)%.(1+x°)4(1-x)®

Tenemos
Gr en .(1-X)° Coef Gren (1+%° Coef Gren (1-xf | Coef
21
0 1 0 1 14 [l4j
16
0 1 5 2 9 [9]
0 1 10 1 4 1
4
4 8 0 1 10 1
) 10
4 8 5 2 5 12
) 5
4 -8 10 1 0 1
13
8 28 0 1 6 (6)
8
8 28 5 2 1 (l]
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si multiplicamos por filas las columnas sombreagasumamos todos los
productos, obtendriamos los casos favorables, osi€an

116280 + 22880 + 330 — 155584 — 12672 -8 + 480488+= 19722
8 2
Los casos posibles sth4.RV2 =262144

La probabilidad pedida e€),07523

16). ¢De cuantas formas puede seleccionar Tomasamicas de un gran surtido
de canicas azules, rojas y amarillas, si la seléoctiebe incluir un nimero par de
las azules?

SOLUCION:

Eleccion de las rojas  1+x&%c+ ...

Eleccién de las amarillas 1+xxC+ ...

Eleccion de las azules 1% x x* + .... (Considera que O es par y por tanto admite
posibilidad de que no haya bolas azules en laiélecc

La solucion es el coeficiente dBen la funcion (1+x+% ...Y.(1+¢ + x*+...) cuya

funcién generatriz asociada es (1/(12X1Y(1-X). Se reduce al coeficiente dede

(1/(1-X)F(1/(1-5).
1 _ 1 A B C D

= = + + +

1L-x%1L-x) @1-x°@1+x) 1-x (@1-x?* (@-x)°* 1+x

1 = A(1+x)(1-x¥ + B (1-%) + C (1+x) + D (1-

Si x=1, tenemos 1=2C; de donde C=%-

Si x= -1, tenemos 1= 8D, de donde D=1/8

Si x=0, tenemos 1=A + B + 5/8; A+B=3/8

Si x=2, tenemos 1 = 3A-3B +3/2 - 1/8; A-B=-1/8; lds dos ultimas ecuaciones se

obtiene A=1/8 y B=1/4

1 18  1/4 1/2  1/8 _(1)“’ i (1){[—2} (—2} [—2) , }
- —= + ~+ -+ = —Zx +| = + (-x) + (-x)% +...
l-x°@1-x7) 1-x @1-X%) l-x° 1+x \8)i% 4 0 1 2

BN R e

siendo el coeficiente de grado n (Se calcula dld@egrado en cada sumando) :

1 (1\(-2) 1(-3) 1 n_1 _n1n+l £n+2
§+(Zj{nj+§(nj+§(_n gt )+4-( n ]2( n j
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17). ¢Como puede Maria repartir 12 hamburguesas6ypkrritos calientes entre sus
hijos Ricardo, Pedro, Cristobal y Jaime, de modoeqdiaime reciba al menos una
hamburguesa y tres perritos calientes, mientras ques hermanos reciben, cada uno,
al menos dos hamburguesas, pero a lo sumo cincoifoer calientes?

Reparto de hamburguesas (en el orden Jaime, Rjdaedoo y Cristobal)
X+ +..)0+ ... )

Reparto de perritos calientes (en el orden Jainoay®, Pedro y Cristébal)
G+ + . )A + x+ .. QP

El nimero de reparticiones de hamburguesas erotaiciones dadas es el coeficiente
de X? de x./(1-x).[*/(1-X)]® = x".(1-x)* que se reduce al calculo del coeficiente He x
en (1-x)*, resultando ser:

Es decir que hay 56 formas de repartir las hamlasagien las condiciones expresadas.

El nimero de reparticiones de perritos calienteslasn condiciones dadas es el
coeficiente de ¥ de X/(1-x).[(1-8)/(1-x)]® = X2.(1-¢)%.(1-x)* que se reduce al célculo
del coeficiente de™X en (1-X)*(1-x)* resultando ser:

Gr en .(1-%)° Coef Gren (1-xJ | Coef

R R

G I I e 0 s

16 10
Hay en total - +
13 7

Por tanto los repartos posibles serian 56 . 212872

4
Z{J = 21Zormas de repartir los perritos

18). Se tiene una bolsa con 5 canicas amarillaspfas y 5 blancas. Se eligen 1,3 6 5
amarillas, 2, 3 60 4 rojas y 1, 4 6 5 blancas, ¢d&mtas formas se pueden elegir 10
canicas?

SOLUCION:
Es el coeficiente de'%de

(xHC+ X0). 0+ 33 + x).(x + X¥4x) = XL H8¢+ XN (L+x03d).(1+3+x%) que se reduce al
coeficiente de kde (1 +X+ x*)(1+x+3).(1++x%) que se corresponde con
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024, 204, 213, 420, que son 4 casos.

19). Calcula la funcién generatriz para el numercedormas de tener n céntimos de
euro en (a) monedas de uno y cinco céntimos de g{nd monedas de uno, cinco y
diez céntimos de euro.

SOLUCION

a) Coeficiente de grado n de (1+%+x.. )(1+X +x %+ x™>+...)
b) Coeficiente de grado n de (1+X+x.. )(1+X +x 0+ x>+, )(1+x° +%+ x*%+..))

20). Determina la funcion generatriz para el nUmede soluciones enteras de las
ecuacion ¢+ &+ s+ &= 20 donde — X ¢, — 3< ¢, — 55 <5, 0< .

SOLUCION:

Para evitar los valores negativos, sumo 3 acadda&ag y ¢; y sumo 5 a cada valor
de g, con lo que al miembro de la derecha he de surBaBe5 obteniendo

G+ e+ e+ =31 donde & c1, 0<c, 0<cs<10, 0<ca.

gue equivaldria al problema de repartir 31 canécdse cuatro nifios de modo que a
uno de ellos le toque a lo sumo 10 canicas.

Seria el coeficiente deéxde (L+x+xX+ .. P(L+x+3é+ ... +X9)

Coeficiente deX de (1-x)’(1-x*)/(1-x); o sea (1-¥)(1-x)*

Gren .(1-X) Coef Gren (1-xf | Coef
-4 34
0 31 = =
o)
-4 23
11 20 =
(20)20)

., 34 23
Solucién es -
31 20

21) Calcule el nimero de soluciones enteras no rte@s de la ecuacion:
G+ G+ g+ =12, donde-2<c, <6, -3<c,<4, ¢c,20, ¢,20
(Ejercicio propuesto en el Examen de Febrero 2008Lex Coruiia)

SOLUCION:
Como nos piden laso negativasel problema consiste en averiguar el nUmero de
soluciones enteras de la ecuacion dada pare, <6, 0<c,<4, ¢;20, ¢, 2 0

Coeficiente de grado 12 de (L+x+. S} +x+...+X) (1+x+X+...}
Coeficiente de grado 12 de (Id-x°)(1-x)*
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Gr en .(1-X) Coef Gren (1% | Coef Gr en (1-x)' Coef
-4 15
0 1 0 1 12 =
12 12
-4 8
7 -1 0 1 5 — =
5 5
-4 10
0 1 5 -1 7 - =
7 7
7 1 5 1 0 1

., 15 8 10
La solucion es: - - +1=280
12 5 7

21.) Hallense a, b, k de modo que (a +'bsa la funcién generatriz para la sucesion
1, 2/5, 12/25, 88/125, ... (Grimaldi)

SOLUCION:

k

k) . .. .
(a+bx)* = Z( jb' a“'.x', por tanto:
i

i=0

k bOak ::L. k blak—l :Z. k bZak—Z :E. k b3ak—3 :ﬁ
0 1 5|2 25'| 3 125

lo que conduce a las siguientes ecuaciones regpeEnte

(1) a* =1, de donde se obtiene que a =1

(2) kb= 2/5
@3 KK —21)b _ ;_é
@ k(k—l)(6k—2)b :1828:

Dividiendo (4) entre (3) se obtiené _32)b = 1828E

resulta k=-1/5y b =-2.

, que junto con la ecuacion (2),

22). Hallense los cinco primeros términos de las siguiesm expansiones
a) (1 + 2xj" b) (2-x)""

SOLUCION:
a) f(0)=1
f(x) = 2(L/3)(1 + 2x)?°= (2/3)( 1 + 2xF” f(0)=2/3
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°(x) = (-4/9)(1 + 2x)°" "(d)=-4/9
()= (20/27) (1 + 2x)®3 - f7(8)20/27
fv(x)= (-160/81) (1 + 2%**3 V(D) = -160/81

Los cinco primeros términos de la exgddn (de McLaurin) pedida son

2 . —-4/9 , 20/27 , -160/81_,
+ X+ X+ X

1+—x
3 2 3 4 -
1+gx—gx2 +£)x3 —Ex4
3 81 245
b) f(0)=4/2
-1
f(x) = (-1/4)(2-x)** de donde f'(0) =——=
(x) = (-1/4)(2-x) (0) 5
) -3
f'(x) = (-3/16)(2-x) ™ de donde f(0) =———
(x) = (-3/16)(2-x) (0) 3248
-21
7(x) = (-21/64)(2-x) *¥* de donde (0) =
(x) = ( )(2-X) (0) 25608
fY(x) = (-231/256)(2-x}** de dondef(x) = — 231
1848/8
La expansion de McLaurin de grado 4 es
4 1 3 ., 21, 231

- X*————=X
15368 44352/

Y2-—=x- X
448" 6448
23). ¢ De cuantas formas se pueden seleccionar sigteeros no consecutivos entre el
1yel50?
SOLUCION.

Una posible eleccion seria 3,5,7,9,11,13, 15
No valdria 3,5,7,9,11,8,18 ya que el 7 y el 8 gmmsecutivos.

Entendido asi el problema, lo abordaremos del sigeimodo:

Tomese un caso, por ejemplo 1,5,7,9,11,13,50, erd&ny establecer las diferencias
consecutivas, teniendo en cuenta que el primeiinérrasta al 1 y el dltimo al 50 en
todos los casos. Este caso nos daria:

0,4,2,2,2,2,37,0 cuya suma es 49

Otro ejemplo seria 13, 34, 21, 15, 5, 8, 11. Lakonamos 5, 8, 11, 13, 15, 21, 34, cuyas
diferencias consecutivas nos darian

4,3, 3,2, 2,6, 13, 16, cuya suma es 49
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Se tiene que todos los casos que buscamos tiepeopli@dad de que ordenados y
restados consecutivamente nos dan 49. Y estas tegstan que ser siempre mayores
qgue 1 ya que si hubiese algun 1 querria decirepgriamos dos niimeros consecutivos,
salvando los extremos que pueden ser 0 0 1 (yaique serie empieza por 1 genera un
0 en la primera diferencia y si empieza por 2 generl el la primera diferencia.
Igualmente si acaba en 50 genera un cero en maaittiferencia y si acaba en 49 genera
un 1 en la ultima diferencia)

El problema se reduce a resolver el nUmero de isoles de la ecuacion

X1+ X+ ...+ % =49 con ¥2 con i=2,...7 y ¥0, x>0 . Equivalente a repartir 49
canicas entre 8 nifios tocandole al menos 2 a Gafe e

El resultado seria el coeficiente d@ete (¥ +>C + ... P(L+x+HC+... )
coeficiente de’® x*4(1-x)® (1-x)? , coeficiente de¥de (1-x)® que es

(o))

25). Comprueba que el numero de descomposiciones dentiere positivo n en
sumandos impares coincide con el nimero de descaigmmes de n en sumandos
distintos.

SOLUCION:

El nimero de descomposiciones de un entero positerosumandos impares es el
coeficiente de kde
(LX) (AHCHC+. ) (L0+x 0+ ).
1 1 1 o 1
1-x1-x3"1-x*"" I_lizol— X2
El nimero de descomposiciones de n en sumandastalisés el coeficiente de ge

(1+X) (1) (1+X)....
y dado que
_ vl _ VA _ b
1+x=17% 142 =1 X2 140 =1 X6
- X - X - X
Tenemos que
2 1-x* 1-x° 1 1 1

(110D A+, = 11__"

® 1
X 1-x21-x*7 1-x1-x3"1-x5" I_lizol—xz”l

siendo ambas funciones generatrices iguales.
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28). En f(x) = [1/(1-x)].[1/(1-X)].[1/(1-x%)] el coeficiente de %es 7. Interprétese este
resultado en funcion de particiones de 6.

SOLUCION.
Quiere decir que el numero de particiones de 6oadel solo intervienenel 1,2y 3 es
7.

29).Hallese la funcion generatriz para el nimero de gsoiones enteras de
a) 2w+ 3x+5y+7z=n conw, X, y2@
b) 2w + 3x + 5y + 7z = n. con X0, x,\>4, 25
C) 2w+ 3Xx+5y+7z=n con 2W<4<x<7<y<10<z
SOLUCION:

a) equivale a averiguar la funcion generatriz pargtasiciones de n en las que
s6lamente intervenganel 2,3,5y 7

esdecir; (L5 x5+ ) (AHEHCHCH. ) (L00+x %) (1+X+xM+...), 0 sea
f(x) = [1/(1-%)].[1/(1-3)][L/(1-x7)].[1/(1-x)]

b)
(L+&Ex x5+, ) PP+ L) 0E%+xP+..) (¢ +x*+...) |, es decir:

1 X12 X20 X35
1-x*1-x*1-x°1-x’

= x%.f(X)

C) (X4+X6+X8) (X12+X15+X18+X21) (X35+X40+X45+X50) (X70+X80+. ) ) —

(X4 +X6 +X8)(X12 +X15+X18+X21)(X35+X40+X45+X50).X70 B
X-1

X121(1+X2 +X4)(1+ X3 +X6 +X9)(1+ X5+X10+X15)
x-1

30) Detérminese la funcidn generatriz para el naroete maneras de tener la
cantidad n, con 8n<99, en monedas de uno, de cinco, de diez, de @t y de
cincuenta.

SOLUCION:

Es el nimero de soluciones enteras de la ecuacion

x+5y+10z + 25t + 50w =n con XY, z, t \ewteros no negativos.

Equivale a la particion de n utilizando 1, 5, 18,y%0

Es decir que la solucién seria el coeficiente téexa funcion generatriz
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(L+xHCHCH. ) (AR L) (AHE%4x%%+. ) (L08%+x%+ ) (1% %+ ..) (1)

es decir = 110 = = (@)
@=x)A-x)A-x7")A-xT)A-XxT)

aunque obviamente también podriamos limitar (1) a:
(L+x0EHC+H. X7 ) L0+ % L ) (L%, ) (10 +x ) (1+x°9)

31) Encuentra la funcidén generatriz exponencial ks siguientes sucesiones, siendo
a numero real:

a)l,-1,1,-1,1,-1,..b) 22224 2 ..c)1,-a, 4 -4, &, ...

d1,&a .. eada d, ..0001.202), 309,402, ..

SOLUCION:
Partiendo de que la funcién generatriz exponeneidh sucesion 1,1,1,1... €se

a) Lafunciénes@

Ya que, puesto que la derivadaima de & es (-1)e* y al ser sustituida en
0 nos da (-1) el desarrollo de’ede McLaurin, es:

Z@xi , Cuyos coeficientes dé— sonl,-1,1,-1..
i=o I [
b) La solucién es®

la derivada n-ésima d@ es 2.6** y al ser sustituida en 0 nos da Bl
desarrollo de McLaurin deé’ees:

Z%Xi cuyos coeficientes d& son1,2,2 2 ..
i=0 I+ |

c) Combinando a) con b) la solucién &8 e

a’x

d e

2
e) aea X
f xe*

Los tres ultimos casos siguen un razonamiento cetanpente analogo a los anteriores.
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32.) Determina la sucesién generada por cada undatesiguientes funciones
generatrices exponenciales:
a) 38 b)68*-3¢ c)&+x d)&-38+5¢+7x e)1/(1-x)
f) 3/(1-2x) + &
SOLUCION
a) La derivada n-ésima de la funcién 85'€*

Si hacemos el desarrollo de McLaurin, obtenemos :

3 4
3¢ = 3+32x+%x2 +3§x3 +..., la sucesion generada es 3,3, 3, ...

b La derivada n-ésima de la funcién es'€’6- 32"e** que al ser sustituidas en 0

se obtiene la sucesién 6:53.2

c) Las derivadas sucesivas sénrex , € + 2, &, &, ..... que generan la sucesion
1,1,3,1,1,1,.....
También sin recurrir a las derivadas, podemos plenasi:

&+ XC = (L+x+(E20)+033N+ (X4 +...) + X = (L+x+[(1/2)+1]+(</31)+
(x¥41)= 1+x+(3/21)%+(x/31)+ (x*/4!) que genera la sucesion 1,1,3,1,1,1...

d) Las derivadas sucesivas sof*2e9¥ + 10x +7 , 48 — 18x + 10, 8&-18,y a
partir de aqui seriarf'é” para 4, obteniéndose la sucesion:

1,9, 14, -10, 16, 32,.64
e) Las derivadas sucesivas de (I->gon

f(x) = (1-5 , £'(x) = 2(1-x)3, £(x) = 6(1-x) %, ... f(x) = n!(1-x)"*

La sucesion generada es 1,1,2,6,24,... es decir n!

f) 3/(1-2x) + &  Derivadas sucesivas de 3.(1:2x)& son
6(1-2%) €, 24(1-2xP+ &, 144(1-2x) + &

4,7,25,145,... p+1
Sin recurrir a las derivadas podemos razonarlo asi:

3/(1-2x) + & = 3(L+2x+P+2353+2%M+ ) + (L+x+(82N)+(C3)+ (CAN+...)=
(3+3.2x+((2!.3.2)/21)x*+((3!3.2)/3N)x3+((4!.3.2) /41X +...) +

(1+x+0&21)+(x%31)+ (x*/41)+...) y sumando los coeficientes de igual gradmbtiene
una sucesion del tipo

agtax+(a/21)x*+(ag/3!)x>+... donde los@on 3 2n! + 1
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33) a) Dada la funcién generatriz 2& ;cuél es la sucesién que determina, si se
considera que dicha funcién es ordinaria?

b) Dar un férmula explicita para la funcion geeratriz exponencial de la sucesion
an = 1/(n+1).

(Ejercicio propuesto en el examen de Febrem2009 en La Corufia)

SOLUCION:
a) la derivada n-ésima dé*2ss 21y al ser sustituida en 0 nos d4'2El
desarrollo de McLaurin de’ees:

[ i+1 n+l
22_' X' cuyos coeficientes de' son — por tanto

= i n!

n+l

la sucesion pedida, al considerar la funcién génierrdinaria, es & |
n!

b) f(x) = 1rdxs e by cqalyilestys
2 32 4.3 2 3 4
e" -1

xf(x) = x+ix2 sty dyay —e -1, de dondef (x) =
2 3 4

34) . Encuentra la funcion generatriz exponencial del niero de formas en que se
pueden ordenar n letras, r 0, seleccionadas de cada una de las siguienteslpak
a) HAWAII b) MISSISSIPPI ¢) ISOMORPHISM

SOLUCION:
a) Coeficiente de¥6! de (1+x}(1+x+(¢/21)*> , puesto que la H y la W aparecen 1 vez
(1+x), mientras que la Ay la | lo hacen 2 vecegAx%/2!)

b) Coeficiente de®/11! de (1+x) (1+x+(&21)) (1+x+(&/21)+(x%31)+ (x*/41))?, puesto
gue hay una sola letra que aparece una vez gadwsuina letra que se repite 2 veces
(P)ylaMylalque lo hacen 4 veces.
c) Coeficiente de®/11! de (1+xJ(1+x+(¢/2!))*, puesto que hay tres letras que solo
aparecen unavez (R, P, H) y 4 que se repiten@wes\(l, S, O, M)

35.) Para el apartado (b) del ejercicio 20, ¢ cuélla funcion generatriz exponencial
si la disposicion debe contener al menos dos letfas

SOLUCION:

En este caso el factor correspondiente a la legueno de los 1+x+{52!)+(x%/3!)+
(x*41), quedaria asi: tR!)+(x°/3)+ (x*/41), es decir que finalmente la funcién
generatriz correspondiente seria:

(1+X). (L+x+0E121)). (A2D)+(33N)+ (x41). (L+x+0E2D+(3)+ (x*/41))

Siendo cada factor correspondiente a las I&tra®, |, S, respectivamente.
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36) Se genera una sucesion ternaria (0, 1, 2) ded&fitos de forma aleatoria, ¢ cual
es la probabilidad de que (a) tenga un nimero parwhos? (b) tenga un numero par
de unos y un numero par de doses? (c) tenga un niomepar de ceros? (d) el total
de ceros y unos sea impar? (e) el nimero total ei®s y unos sea par?

SOLUCION:
Los casos posibles son Ry}= 3%°

a) Casos favorables: Coeficiente d%20! en el desarrollo de

(L+x+0E121)+... F.(1+0C2)+(x* 4N +...), pues (L+x+B(2!)+...) es para la eleccién del 0
y el 2, mientras que al obligarnos a que tengatarsnte un nimero par de unos, la
eleccion del 1, seria 1H4R!)+(x¥/4!)+...

Puedo tratar de averiguarlo asi:

Dado que 1+x+(2!)+... = &, entonces (1+x+@2!)+...} = &,

e +e

X X

y 1+0C20)+(XAN+...=

3X X
L, . e +e . L .
Con lo cual nuestra funcion generatriz exponer&sﬁT , Cuya derivada enésima

n ~A3x + X o ) n +l
es?’e—e, gue al sustituir en 0 (para el desarrollo de Micig nos da37

por tanto el desarrollo de McLaurin de nuestra ifimes:
3 +1; - : 3+
> TR ' siendo el coeficiente dé%0! igual a
= 2.l
casos favorables a nuestro problema.
20

Por tanto la probabilidad pedidags%
2.3

gue es la solucion de los

d) Que tenga un nimero par de unos y un nimero paoss:

(1+x+@(2")+...) eleccién para el 0
1+321)+(x*/41)+... eleccién parael 1y el 2
El resultado de los casos favorables es el corfiige X%/20! de la funcién generatriz

(L+x+(K21)+...) (A+020)+(xY4N+...F = e&( 5 "

2
ex_'_e—x] _ eSx+e—x+zex

. 3+ (-D) e + 2"
cuya derivada enésima es

, que al ser sustituida en x=0, nos da

4

w, obteniéndose el desarrollo de Maclaurin siguiente
) 3i + (-1 i +2 i 20
2(4—“)X , cuyo coeficiente de dé%20! s> *3

i=0 A

. . 3°+3
Por tanto, la probabilidad pedida-€s—.-
4.3
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e) Que tenga un numero impar de ceros

(x+(x%31)+(x°/51)+...) eleccion para el 0
(1+x+(&/21)+...) eleccién parael 1y el 2.

Los casos favorables vienen determinados por dicterte de £%20! de la funcién
generatriz:

X _ A X 3X _ AX
(Lx+(/2N)+.. Px+OCI3)+ (BN +..) = e & 2e =£ > € cuya derivada
- "e¥ - " : 3"-1 .
enésima esT, gue sustituyendo en 0 daz— siendo el desarrollo de
MacLaurin de nuestra funcion:

3°-1

3“ _le‘ cuyo coeficiente de’¥20! es

i=0
20 _
La probabilidad pedida e%?

d) El total de ceros y unos sea impar

Para que una suma sea impar, necesariamente baidgar uno de los sumandos y el
otro par, por tanto tenemos dos situaciones: Qtmalde ceros sea par y unos sea
impar y viceversa. En cualquier caso las funciome®atrices de ambas situaciones
son idénticas, por lo que basta con calcular ua gasultiplicarlo por dos.

Para el caso en que la cantidad de ceros seayparsyimpar, los casos favorables
vendrian dados por el coeficiente d&20! del desarrollo de

(L+x+0E121)+...). (x+(E/3D)+(X3I5!)+...). (1+(&/2!)+(x*/41)+...) cuyos factores
representan respectivamente la eleccion del 2etzién del 1 y la eleccion del 0.
Pasando a sus expresiones exponenciales tendriamos:

. ex _e—x ex + e—x eSx _e—x . o 3n eSx _ (_1)nex
= , Cuya derivada enésima €s 2 , que

sustituyendo en O das% siendo el desarrollo de MacLaurin de nuestraitmc

w QA _ (1 20 _
Z%X' cuyo coeficiente de’%20! es -1

= .
Recordemos que tenemos que multiplicar por 2 yasgtia igual nUmero de casos para
que la cantidad total de ceros sea impar y unas par
3)20 -1 320 -1

430 23

La probabilidad pedida es
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f) Que el total de ceros y unos sea par
Dos casos: que ambos sean pares 0 ambos impares.

En el caso de que ambos sean pares tenemos larfygsiératriz e idéntica solucién
que en el apartado b), es decir
320 +3
4

Y en el caso de que ambos sean impares tenemaxciari generatriz siguiente:

2
e +e ™ -2e"
4

cuya

(Lx+0&121)+...). (HOBN+OC/BN)+.. P = € ( e _26]

. . 3"e* +(-1)"e™ - 2e*
derivada enésima es

, que al ser sustituida en x=0, nos da

4
Lj)_z, obteniéndose el desarrollo de Maclaurin siguiente
003i+_li_2 i 20 _
Z%X , cuyo coeficiente de dé%20! es> 1
i=0 -l

Entonces los casos favorables a nuestro apartado son
3% +3+320 -1 23°+2 3°+1

, - . 30 +1
, asi pues la probabilidad pedldag%W

4 4 4
4 n(n+1) ?
37.) Comprueba que)_k® = (Tj
k=0

SOLUCION:
Método 1 (por el operador sumatoria. Ver teoriale@rimaldi, pag 284)

Sabemos que 1/(1-x) es la funcién generatriz coorediente a 1+x+¢ ...
y x/(1-x) es la que corresponde a x#xC+...

derivando tenemos 1/(1%}orresponde a 1+2x+3xsucesion 1,2,3....

por tanto x/(1-x3 lo hace a x+2%3x°+... sucesioén 0,1,2,3,...

volviendo a derivar,

(x42r21%/2(1-x)3 corresponde a 1+4x+9%.. es la funcién generatriz de la sucesion
1,2,3,...

y X(x+1)/(1-x)} es la funcién generatriz de la sucesion 02132.. (x+4X+9x+...)
volviendo a derivar

(x*+4x+1)/(1-x) corresponde a 1+8x+2%x...

x(x*+4x+1)/(1-xf corresponde a la funcién generatriz de*p23, 3°

Entonces el resultado de G+2°+3%+...+17 es el coeficiente d€'xle la funcién (Se
explica perfectamente en la pagina 284 del Grifpaldi
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2 2
XX +4X4+1) 1 que equivale al coeficiente d&Sde la funcié X * 4X:1
L-x) 1-x 1-x)
Grado X+4x+1 Coeficiente Grado (1-x) Coeficiente
2 1 3 n+l
" n-3
1 4 2 n+e
" n-2
0 1 1 n+3
" n-1
. n+1 n+2 n+3
La solucién e +4 + =
n-3 n-2 n-1
(n+Hn(n-1)(n-2) ‘4 (n+2)(n+Yn(n-12) N (n+3)(n+2)(n+1Hn _
4 4 4 -
(n+DHn(n-D(n-2) +4(n+2)(n-D+(n+3)(n+2)] _ (n+Hn(6n*+6n) _n*(n+1)> _
4! 24 4

(n(n +1)]2
2

como queriamos demostrar.

Método 2 (por induccion. Este método no forma paeleemario de discreta)
Lo compruebo para n=1.

En efecto 0+1= (1.2/2}

Lo supongo cierto para n y lo demuestro para n+1

n+l 2
Tengo que demostrar qUe k* = (Wj
k=0

Partimos de que

:Z:‘l)ks =0+ +k:0k3 =(n+1)° +(n(n2+1)j _An+D’ +4n2(n +D? _(n +1)2(4(2+1)+n2) _

(n+)*(n*+4n+4) _ (n+)*(n+2)° :((n+1)(n+2)

2
como queriamos demostrar.
4 4 2

38. a) Calcula la funcion generatriz de la suceside productos Q- 1), 1/®, 2/1, 3
2,403, ...,.iQi-1), ...

b) Utilizando el resultado anterior halla unafmula paraZi (i-2
i=0

SOLUCION:

a) Partimos de la siguiente funcion
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X3 , es decir 1/(1-x)
Derivamos y obtenemos 0'x1.+2.x'+3.¢+..., es decir 1/(1-%)
Derivamos otra vez y... 0.(-Ij%1.0x'+2.1X+3.2x+... , es decir  2/(1-X)
Multiplico por X y obtengo 0.(-1) +1.0x+2.x3.2x+... |
Por tanto la funcion generatriz de la sucesiaf-01), 1[0, 21, 3[R, 4B, ..., idi—
1), ... es 2%/(1-x)?

b) Utilizando el operador sumatoria

n

Zi (i—1) viene determinado por el coeficiente de grado ladancion
i=0
generatriz 2%(1-x)* que equivale al coeficiente de grado n-2 de 2{1-x)

que esZ(nJrlj _ 2n+)n(n-1) _n(n* -1

n-2 6 3

39. Calcula la sucesion generada por la funcion yé&x f(x)/(1 — x) siendo f(x) la
funcion generatriz de la sucesion fa

SOLUCION:
Si f(x) es g+ax+ax*+... Sabemos que f(x)/(1-x) es la generatrizadgicesion de
sumas parciales, es decir
g+ (ara)x + (artarta)x’+...
Por tanto xf(x)/(1-x) obtienega+ (ayta)x® + (at+at+a)x’+...
La sucesion generada es §),&@ta aptagtep,
EJERCICIOS DIVERSOS (Grimaldi, pag. 287)

40. Hallase la funcion generatriz de las siguient&scesiones:
a)7,8,9,10... b)1,&a% ... c)1,1+a, (1+4)(1+a).... d) 2, 1+a, 1+3 1+&,...
SOLUCION:

a) f(X) = 7+8x+9xX+10xC+ ...

-1/(1-R)F -1-2X-3%-4%° - ...

Sumando ambas expresiones obtenemos 6(F+x3x..) = 6/(1-x)

De dondef (x) = 6 + ! 5
1-x (@-Xx)

b) f(x) = 1+ax +&x> +ax>+...
-axf(x) = -ax - &° - a3 -...

Sumando (1-ax) f(x) = 1, de donde f(x) = 1/(1-ax)

José M. Ramos Gonzaléb
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C) Obviamente es el caso b para a=1+a, es decir
1
1- (1+a)x
d) f(x) = 2+(1+a)x+(L+Ax>+ ... = (1+x+%+..)+(1+ax+ax>+...)
1 1
f(X)=——+
9 1-x 1-ax

41) SeaC ={a,b,c,d,e, f,g}

a) Hallese la funcién generatriz para los subconjuos de C. ¢ Cuantos sumandos hay
en los coeficientes>de esta funcién?

b) Hallese la funcidén generatriz para la forma delsccionar n objetos de C con
0<n<14, de C, donde cada objeto puede seleccionarsesaro dos veces. ¢ Cuantos
sumandos hay en el coeficienté ae esta funciéon?

SOLUCION:
a) La forma de eleccion de cada objeto es 1+xlqm@mo o lo tomo en el
subconjunto). Como son 7 objetos, la funcion gerieras (1+xJ y el coeficiente de’

7
SHEE
2

b) La seleccién de cada objeto es ahora 1%x+x
La funcion generatriz es (1+x3%*. La solucion seria el coeficiente de x
El coeficiente de %:

Vamos a ver la funcion asociada a 1+X+x

Sabemos que 1/(1-x) = 1+x..
X3(1-x) = X -...

Sumando ambas funciones resulta que 1%x+-x%)/(1-x)
Por tanto la solucién buscada es el coeficiente’ @@ (1-X)"/(1-x)**
-14 15
que e = = 105
2 2
42.) Hallese el coeficiente d&%en f(x) = (¢ + x& + x'* + x* + x'7)1°

XX+ X+ XM+ =@+ R+ + X+ XD

Por otra parte si g(x) = 1 £x X +x° + X2 + ...

Multiplicando por —% se obtiene que 3g(x) = -X =X - ... Sumando ambos tenemos
que g(x) = 1/(1-%). Si multiplico por —X> obtengo —¥ —x'® — ¥*- ... por tanto tenemos
que 1+ X+ + X + x* = (1-x)/(1-5)

La solucién que busco es el coeficiente de graden3@-x°)°.(1-x%)*°

José M. Ramos Gonzal&b
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Grado (1-x)™° Coeficiente Grado .(13™ Coeficiente
~10)_(20
0 1 33 —[ 11 j = [1]_}
15 - (10} =-10 18 (—10] = (15j
1 6 6
30 (10] =45 3 - (—10] = (10} =10
2 1 1

., (20 15
Solucién -1 + 450
11 6

43. El sargento Balin debe distribuir 40 balas (para rifle y 20 para pistola) entre

cuatro policias, de modo que cada uno obtenga ahosedos balas, pero no mas de

siete de cada tipo. ¢ De cuéntas formas puede ha@erl

SOLUCION:

Reparto primero las balas de rifle

El nimero de repartos posibles viene determinadoepooeficiente de grado®ken
0+ + X+ + X+ XN

XX+ X+ X+ + X = X(Lx + X+ X+ X+ X)

Y se demuestra facilmente (esta hecho en ejeraitesiores) que
1+x + X+ + X+ ¢ = (10)./(1-%)

Por tanto la solucién viene a ser el coeficientgraelo X° en la expresion:

8@'X6)4(1'X)_4
que equivale al coeficiente de gradden (1-X)*(1-x)*
Grado (1-X)* Coeficiente Grado .(1-X) Coeficiente
15
0 1 12 [12j
e |k
1 6
4 -
. | [ ; 1

El reparto de balas de pistola sigue idéntico mocBor tanto la solucién final es

[

-2

José M. Ramos Gonzalez




Ejercicios resueltos de funciones generatrices.dviedtica discreta 4° Ingenieria Informatica

44. ¢ Cuantos numeros telefonicos de 10 digitos @nésn solo los digitos 1,3,5,7 si
cada digito aparece al menos dos veces 0 no aparece

SOLUCION:
Importa el orden. Tengo que recurrir a las funcsogeneratrices exponenciales

La solucién es el coeficiente d€40! en (1+x/21+x%/31+ ...}
Sabemos que e1+x+xX/21+x%31+ ... por tanto la funcién que buscamos’es e

Debemos buscar el coeficiente d&30! en (& —x)*

X 4 (4) 4X (4) 3X (4) 2 42X (4) 34X (4) 4
(e*=x)"=| |e7 =] |xe*+| _[xe”—| _[|xe+| |[x
0 1 2 3 4

El co?fficiente de ¥/10! en & es4™ ya que & es la funcién generatriz exponencial de
1,4, 4, ...

Para hallar el coeficiente d&%40! para x.&, tenemos que su derivada i-ésima es:
3e¥ (i +3x) que al sustituir en 0 y el subindice i por 103840

Para hallar el coeficiente de'’0! parax®.e”, observemos que es 10.9 por el
coeficiente de ¥/8! de € que es 2. Asi el coeficiente pedido es 10.9.2

Para hallar el coeficiente de'%10! para X.€, observemos que es 10.9.8 por el
coeficiente de 47! de & que es 1. Asi el coeficiente pedido es 10.9.8

P4 4 10 4 9 4 8 4
La solucion e 4~ —-| 103" +| [1092°—-| 1098
0 1 2 3

Lo consignado en rojo es una propiedad importange mprmite descomponer los dos
factores a la hora de calcular el coeficiente.

45.) Utilicense los cinco primero términos del desdlo binomial de (1+x}” para
aproximar la raiz cubica de 2.

SOLUCION:

El desarrollo de (1+X7
Si hacemos las 4 primeras derivadas y sustituimasplor O obtenemos los coeficientes
de grado 1, 2, 3y 4, que son respectivamente2/&,10/27, -80/81

Asi pues (1+xXf° ~1eixo 22y 30 (s 80 L Sustituyendo x por 1,
3 9.2 27.3 814

obtenemosy/2 = 1,24279

José M. Ramos Gonzalés
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46.) a) ¢Para que sucesion de nimeros es g(x) 2x1%? la funcién generatriz

exponencial?
b) Hallense a y b de modo que (1-Bxea la funcién generatriz exponencial para la
sucesion 1, 7, 7.11, 11.15, ...

SOLUCION:
a) Si derivo sucesivas veces g(X), y sustituyo x pobt&ngo la sucesién
1,5,75,9.7.5,11.9

b) derivando se tiene que la derivada i-ésima es

(-1)'a'bb-1)(b-2)...0-i +)(1-ax)*"
que al sustituir por x= 0 obtenemos
(-D)'a'b(b-1)(b-2)...0—i +1)

Entonces obtenemos las siguientes ecuaciones:
Q): 7=-ab
(2): 7.11 Z&(b-1)
(3): 7.11.15 =*kb-1)(b-2)

Dividiendo (2) entre (1) se obtiene (4): 11 =-hj1
Dividiendo (3) entre (2) se obtiene (5): 15= aj2-b
Se divide (4) entre (5) y se obtiene b=-7/4 4 a=

47.) En un area rural hay 12 buzones colocados erauienda.

a) Si un repartidor de propaganda tiene 20 folletioEnticos, ¢de cuantas formas los
pude distribuir, de modo que en cada buzén hayan&nos un folleto?

b) Si los buzones estan en dos filas de seis, ¢e@sala probabilidad de que una
distribucion del apartado a) tenga 10 folletos dibuidos en los seis buzones
superiores y otros 10 en los inferiores?

SOLUCION:

a) Es el coeficiente de®ken (x+x%+...)"? = x*%(1-x)*? ; coeficiente de grado 8 de

(1_X)-12
19
o

b) Las formas que se pueden distribuir 10 folleto§ énzones, teniendo que haber
al menos un folleto en cada buzén, que es el desfiede X° en (x+X+...)° =
x%.(1-x)®; coeficiente de %de (1-x)°

9 2
Es decir,LJ. Como son dos filas idénticas, s{r%\]
9)° (19
La probabilidad es entonc%zj :(SJ
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